





















Faculty of Information Technology 
Master of Science Thesis 
February 2020  
  
ABSTRACT 
Ippa Seppälä: Modelling Neuronal Populations Using a Mean-Field Approach 
Master of Science Thesis 
Tampere University 
Degree Programme in Mathematics and Statistics 
February 2020 
 
The human brain consists of roughly a hundred billion interconnected neurons that work together to give rise 
to higher-level brain functions like memory consolidation and emotions. Single-cell models for neurons have 
existed since the start of the 20th century, often taking the form of differential equation systems. Connecting 
these cell models to form a network leads to large coupled systems that can be very challenging - if not 
impossible - to solve analytically. 
The mean-field approach borrowed from theoretical physics allows us to represent large networks of 
neurons by studying the mean behaviour of the population. This means that we can assume the behaviour of 
each and every cell to tend to a mean average in a network that is large enough, due to the asynchronous 
behaviour such biological networks tend to exhibit. The mean- field method simplifies a large network of spiking 
neurons down to a single distribution function that describes the time evolution of the probability density of the 
population when it moves across its state space. This leads to the Fokker-Planck equation representation of 
the neuronal system. 
In this Master of Science Thesis we study the mathematics behind these mean-field methods and how they 
can be applied to different neuronal models. As the Fokker-Planck equation is a seminal part of the mean-field 
approach, we explain how it is derived using Markovian chains and the concept of Brownian motion. We then 
concentrate on three different models in closer detail and show the reader how to derive and solve the resulting 
differential equation systems. Lastly we discuss how these models differ from each other both mathematically 
as well as biologically, and compare their respective properties. 
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Ihmisaivoissa on keskimäärin noin sata miljardia hermosolua, jotka kiinnittyvät toisiinsa muodostaen laajan 
viestintäverkoston. Näiden solujen yhteistoiminta mahdollistaa kaikki tuntemamme aivotoiminnot, kuten 
muistin toiminnan, aivojen laskentatehon ja tunteiden käsittelyn. Yksittäisiä hermosoluja on pystytty 
mallintamaan matemaattisesti jo 1900-luvun alusta asti differentiaaliyhtälösysteemien avulla. Aivojen 
mallintaminen populaationtasolla on kuitenkin laskennallisesti paljon haastavampaa, sillä yksittäissolumallien 
yhdisteleminen verkostoiksi johtaa yleensä systeemeihin, joiden ratkaiseminen analyyttisesti voi olla erittäin 
haastavaa, jos ei jopa mahdotonta. 
Hermosolupopulaatioiden toiminnan kuvaaminen on kuitenkin mahdollista myös niinsanottujen 
keskiarvoistettujen kenttämallien, eli mean-field –mallien avulla. Tätä lähestymistapaa on alun perin käytetty 
teoreettisessa fysiikassa ja sen soveltaminen on luontevaa myös neurotieteessä. Mean-field -mallissa jokaisen 
hermosolun oletetaan käyttäytyvän koko verkoston keskiarvon mukaisesti. Tämä mahdollistaa kokonaisen 
solupopulaation toiminnan esittämisen yhden todennäköisyysjakauman avulla, jolloin solujen tilojen 
todennäköisyysmassan liike pystytään kartoittamaan ajan funktiona. Tässä yhteydessä hermosolujen tiloilla 
tarkoitetaan niiden aktiivisuutta, ja käyttäytymisen muutosta. Mean-field -lähestymistapa johtaa usein Fokker-
Plank -yhtälöön, johon tässä tutkielmassa tullaan lähemmin tutustumaan. 
Tässä Pro gradu -tutkielmassa tarkastelemme näiden keskiarvoistettujen kenttämallien matemaattisia 
ominaisuuksia, ja kuinka niitä voidaan soveltaa erilaisiin laskennallisen ja teoreettisen neurotieteen 
kysymyksiin. Me johdamme Fokker-Plack -yhtälön käyttäen Markovin ketjujen sekä Brownin liikkeen käsitteitä. 
Esittelemme kolme erilaista mean-field -mallia ja näemme, miten niiden taustalla olevat 
differentiaaliyhtälösysteemit voidaan ratkaista. Lopuksi vertailemme mallien biologisia ja matemaattisia 
ominaisuuksia, ja näemme miten ne eroavat toisistaan. 
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